
18. Oáùî óðàâíåíèå íà ðàâíèíà â

ïðîñòðàíñòâîòî

Íåêà K = Oxy å àôèííà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà.

Òåîðåìà.1: Âñÿêà ðàâíèíà π èìà ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà K óðàâíåíèå îò âèäà

Ax+By + Cz +D = 0, êúäåòî (A,B,C) 6= (0, 0, 0).
Îáðàòíîòî: Âñÿêî óðàâíåíèå îò âèäà Ax+By + Cz +D = 0, êúäåòî (A,B,C) 6= (0, 0, 0)
å óðàâíåíèå ñïðÿìî K íà íÿêîÿ ðàâíèíà π.
Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà ò.P0(x0, y0, z0) å òî÷êà îò π è âåêòîðèòå v1(a1, b1, c1) è v2(a2, b2, c2) ñà êîìïëàíàðíè ñ

π è íå ñà êîëèíåàðíè ïîìåæäó ñè. Íåêà ò.P (x, y, z) ∈ π, òîãàâà
−−→
P0P , v1, v2 ñà êîìïëàíàðíè.

Îò óñëîâèåòî çà êîìïëàíàðíîñò ñëåäâà:

det

 x− x0 a1 a2
y − y0 b1 b2
z − z0 c1 c2

 = 0,

ò.å.

(x− x0)
∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣+ (y − y0)
∣∣∣∣ c1 c2
a1 a2

∣∣∣∣+ (z − z0)
∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ = 0 (1)

Íåêà äà îçíà÷èì ñ A =

∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣, B =

∣∣∣∣ c1 c2
a1 a2

∣∣∣∣, C =

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ è D = −Ax0−By0−Cz0.

Ñëåäîâàòåëíî oò P (x, y, z) ∈ π ñëåäâà

A(x−x0)+B(y−y0)+C(z−z0) = 0, Ax+By+Cz−Ax0−By0−Cz0 = 0, Ax+By+Cz+D = 0,
(2)

ò.å. π èìà óðàâíåíèå Ax+By + Cz +D = 0.
Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å (A,B,C) 6= (0, 0, 0). Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. (A,B,C) =

(0, 0, ). Â òàêúâ ñëó÷àé ìèíîðèòå íà íàòðèöàòà

 a1 a2
b1 b2
c1 c2

 ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å.

ðàíãà íà ìàòðèöàòà å ïî-ìàëúê èëè ðàâåí íà 1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðèòå v1 è v2
ñà êîëèíåàðíè, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî (A,B,C) 6= (0, 0, 0).
Ñåãà ùå äîêàæåì è îáðàòíàòà ïîñîêà:
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2Òúé êàòî (A,B,C) 6= (0, 0, 0), òî óðàâíåíèåòî

Ax+By + Cz +D = 0 (3)

èìà ðåøåíèå(íàïðèìåð àêî A 6= 0, òî åäíî ðåøåíèå å x = −D
A , y = 0, z = 0).

Íåêà (x0, y0, z0) å åäíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (2), òîãàâà D = Ax0−By0−Cz0. Íåêà ò.P
å ñ êîîðäèíàòè (x0, y0, z0). Îò ïúðâàòà ÷àñò íà äîêàçàòåëñòâîòî çíàåì, ÷å å äîñòàòú÷íî

äà íàìåðèì íåêîîëèíåàðíè âåêòîðè v1(a1, b1, c1), v2(a2, b2, c2), òàêèâà ÷å

A =

∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣, B =

∣∣∣∣ c1 c2
a1 a2

∣∣∣∣, C =

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣
Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòà, ìîæåì äà ïðèåìåì A 6= 0. Íåêà âçåìåì b1 = A, c2 =
1, b2 = 0, c1 = 0, a1 = −B, a2 = −C

A . Íåïîñðåäñòâåíî ïðîâåðÿâàìå, ÷å ãîðíèòå ðàâåíñòâà

ñà èçïúëíåíè. Òàêà ïîëó÷èõìå âåêòîðèòå v1(−B,A, 0) è v2(−C
A , 0, 1), òåçè äâà âåêòîðà ñà

íåêîëèíåàðíè.

Tàêà ò.P0, v1, v2 çàäàâàò ðàâíèíà π è óðàâíåíèåòî è å òî÷íî:

π : (x− x0)
∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣+ (y − y0)
∣∣∣∣ c1 c2
a1 a2

∣∣∣∣+ (z − z0)
∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ = 0, (4)

ò.å. Ax+By + Cz −Ax0 −By0 − Cz0 = 0 èëè Ax+By + Cz +D = 0.

Äåôèíèöèÿ: Íåêà π å ðàâíèíà. Óðàâíåíèå íà π îò âèäà Ax+By + Cz +D = 0

Äåôèíèöèÿ: Íåêà π å ðàâíèíà. Óðàâíåíèå íà π îò âèäà Ax+By+Cz+D = 0, êúäåòî
(A,B,C) 6= (0, 0, 0) ñå íàðè÷à îáùî óðàâíåíèå íà K ñïðÿìî K.

Tâúðäåíèå.1: Àêî ò.P0(x0, y0, z0)0 è âåêòîðèòå v1(a1, b1, c1) è v2(a2, b2, c2) ñà íåêîëèíåàðíè,
òî ðàâíèíàòà π, ïîðåäåëåíà îò P0, v1, v2 èìà îáùî óðàâíåíèå

π :

∣∣∣∣∣∣
x− x0 a1 a2
y − y0 b1 b2
z − z0 c1 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0 (5)

Twúðäåíèå.2: Àêî π å ðàâíèíà îïðåäåëåíà îò òðè íåêîëèíåàðíè òî÷êè Pi(xi, yi, zi),
i = 1, 2, 3, òî π èìà îáùî óðàâíåíèå:

π :

∣∣∣∣∣∣
x− x1 x2 − x1 x3 − x1
y − y1 y2 − y1 y3 − y1
z − z1 z2 − z1 3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (6)

èëè åêâèâàëåíòíî

π :

∣∣∣∣∣∣∣∣
x x1 x2 x3
y y1 y2 y3
z z1 z2 z3
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (7)



3Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ò.P1(x1, y1, z1) è
−−−→
P1P2(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1),

−−−→
P1P3(x3 − x1, y3 −

y1, z3 − z1), ñëåäîâàòåëíî îò Òâ.1, π ñå îïðåäåëÿ îò òÿõ.

Ñúùî òàêà∣∣∣∣∣∣∣∣
x x1 x2 x3
y y1 y2 y3
z z1 z2 z3
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 x1 x2 − x1 x3 − x1
y − y1 y1 y2 − y1 y3 − y1
z − z1 z1 z2 − z1 z3 − z1

0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 16

∣∣∣∣∣∣
x− x1 x2 − x1 x3 − x1
y − y1 y2 − y1 y3 − y1
z − z1 z2 − z1 3 − z1

∣∣∣∣∣∣
(8)

Òâúðäåíèå.3: Íåêà ðàâíèíàòà π èìà îáùî óðàâíåíèå Ax + By + Cz +D = 0. Òîãàâà
âåêòîðúò v(a, b, c) å êîìïëàíàðåí ñ π, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Aa+Bb+ Cc = 0.
Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà P0(x0, y0, z0) ∈ π, òîãàâà Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.

Íåêà ò.P1(x1, y1, z1), òàêà ÷å
−−−→
P0P1 = u. Òîãàâà âåêòîðúò u å êîìïëàíàðåí ñ π, òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî P1 ∈ π.−−−→
P0P1 = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0), ñëåäâà ÷å x1 = x0 + a, y1 = y0 + b, z1 = z0 + a.
P1 ∈ π. òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Ax1 + By1 + Cz1 +D = 0. A(x0 + ) + B(y0 + b) +
C(z0 + b) +D = 0 èëè

(Ax0 +By0 + Cz0 +D) +Aa+Bb+ Cc = 0, (9)

ò.å. Aa+Bb+ Cc = 0.

Îòðåçîâî óðàâíåíèå íà ðàâíèíà. Íåêà π å ðàâíèíà, êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç íà÷àëîòî

íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà è íå å óñïîðåäíà íà êîîðäèíàòíèòå îñè. Íåêà π äà ïðåñè÷à

Ox â ò.(, 0, 0), Oy â ò.B(0, b, 0) è Oz â C(0, 0, c). Òîãàâà π èìà óðàâíåíèå x
a + y

b + z
c = 1.

Òîâà óðàâíåíèå ñå íàðè÷à îòðåçîâî óðàâíåíèå íà π.
Çàáåëåæêà: a, b, c 6= 0, çàùîòîA,B,C 6= 0. Ñúùî òàêà êîîðäèíàòèòå íàA,B,C óäîâëåòâîðÿâàò

óðàâíåíèåòî x
a + y

b +
z
c = 1 è ñúîòâåòíî òîâà å îáùî óðàâíåíèå íà π.

Äåêàðòîâî óðàâíåíèå íà ðàâíèíà.


